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Àííîòàöèÿ
åøåíà çàäà÷à î áåçîòðûâíîì îáòåêàíèè ïðîèëÿ çàäàííîé îðìû äîçâóêîâûì ïî-
òîêîì ãàçà. Çàäà÷à ñâåäåíà ê íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà óðàâíåíèÿ
Âèëëà, êîòîðîå ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ðåøåíî ÷èñëåííî ìåòîäîì Íüþòîíà. Ïîêàçàíî, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé, ðàññ÷èòàííûå ïî ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà, ïî îðìóëå Êàð-
ìàíà Äçÿíà è ñ ïîìîùüþ CFD ïàêåòà Fluent, â äîçâóêîâîì äèàïàçîíå ÷èñåë Ìàõà î÷åíü
áëèçêè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîçâóêîâûå òå÷åíèÿ, óðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà, ãàç ×àïëûãèíà, óðàâ-
íåíèå Âèëëà, äèñêðåòèçàöèÿ, ìåòîä Íüþòîíà.
Ââåäåíèå
Îäèí èç ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ó÷åòà ñæèìàåìîñòè áàçèðóåòñÿ íà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèÿõ ãàçîâîé äèíàìèêè, çàïèñàííûõ â ïëîñêîñòè ãîäîãðàà ñêîðîñòè  óðàâ-
íåíèÿõ ×àïëûãèíà [1℄: 
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ãäå ϕ  ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ, ψ  óíêöèÿ òîêà, λ è θ  ìîäóëü è óãîë íàêëîíà
âåêòîðà ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè (ñêîðîñòè, îòíåñåííîé ê êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà
a∗ ), ρ  áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü, îòíåñåííàÿ ê ïëîòíîñòè ρ0 â òî÷êå òîðìîæåíèÿ
ïîòîêà. Ïðè ýòîì åñëè λx è λy  êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ~λ , òî
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Óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ
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(
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λ
+ i
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)
eiθ,
êîòîðîå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (2).
Ñ.À. ×àïëûãèí [1℄ ïðåäëîæèë äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1): òî÷íûé è ïðè-
áëèæåííûé. Òî÷íûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê äîñòàòî÷íî øèðîêîìó êëàññó
çàäà÷ î òå÷åíèÿõ ñæèìàåìîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííûõ ñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè
è ïîëèãîíàëüíûìè òâåðäûìè ñòåíêàìè. Îáçîð ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè, ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàèÿõ [2, 3℄.
Ïðèáëèæåííûé ìåòîä ×àïëûãèíà ïðèìåíèì ïðè ðåøåíèè êàê ïðÿìûõ, òàê è
îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè àýðîïðîèëåé. åøåíèå è óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé
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çàäà÷è â ïðèáëèæåíèè ãàçà ×àïëûãèíà äàíû .. Òóìàøåâûì [4, 5℄ (ñì. òàêæå [6℄),
Âóäñîì ( [7, ï. 6℄).
Ïðÿìûå çàäà÷è, êîãäà îðìà ïðîèëÿ çàäàåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè, ÷åì
îáðàòíûå. Çäåñü ÿâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷èòü íå óäà-
åòñÿ, ëèáî ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå [8℄, ëèáî ïðåäëàãàåòñÿ
èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, ñõîäèìîñòü êîòîðîé èññëåäîâàòü âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî.
Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðåäñòàâëåíà â [9℄, íî àâòîðû îãðàíè÷èëèñü ðàñ÷åòîì
òîëüêî ñèììåòðè÷íîãî ïðîèëÿ NACA 0012.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûé ìåòîä ×àïëûãèíà, ìû ñâîäèì
ðåøåíèå çàäà÷è îá îáòåêàíèè ïðîèçâîëüíîãî ïðîèëÿ äîçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà
ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òèïà óðàâíåíèÿ Âèëëà [2℄. Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ýòî
óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî
ìåòîä ñõîäèòñÿ äëÿ ïðîèëåé ëþáîé îðìû âñåãî çà íåñêîëüêî èòåðàöèé. Ïîëó-
÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ñðàâíèâàëèñü ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè, íàéäåííûìè
â CFD ïàêåòå Fluent, à òàêæå ñ õîðîøî èçâåñòíîé îðìóëîé Êàðìàíà Äçÿíà [8℄.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî â äîçâóêîâîì äèàïàçîíå ÷èñåë Ìàõà âñå òðè ïîäõîäà äàþò âåñüìà
áëèçêèå ðåçóëüòàòû.
1. Ìîäåëü ãàçà ×àïëûãèíà
Ïðèáëèæåííûé ìåòîä Ñ.À. ×àïëûãèíà ñîñòîèò â àïïðîêñèìàöèè àäèàáàòè÷å-
ñêîé çàâèñèìîñòè
p = ρ κ (3)
â ïëîñêîñòè (1/ρ, p) ïðÿìîé ëèíèåé: âìåñòî (3) èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå
p = −A
ρ
+B, (4)
ãäå κ  ïîêàçàòåëü àäèàáàòû (äëÿ âîçäóõà κ = 1.4), p = p/p0 , ρ = ρ/ρ0  áåç-
ðàçìåðíûå äàâëåíèå è ïëîòíîñòü, îòíåñåííûå ê äàâëåíèþ p0 è ïëîòíîñòè ρ0 â
òî÷êå òîðìîæåíèÿ ïîòîêà, A > 0 è B  ïîñòîÿííûå. àç, â êîòîðîì ñâÿçü ìåæäó
äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (4), íàçûâàþò ãàçîì ×àïëûãèíà.
Óðàâíåíèå Áåðíóëëè
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,
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(a0  ñêîðîñòü çâóêà â òî÷êå òîðìîæåíèÿ, a∗  êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà) ïðè-
âîäèòñÿ ê âèäó
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Ïîäñòàâèâ (4) â (5), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì
ρ =
1√
1 + 4c2λ2
, c2 =
κ
2A (κ+ 1)
> 0, (6)
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ïðè÷åì ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà B . Åñëè òå-
ïåðü ïîäñòàâèòü (6) â ñèñòåìó (1) è ñäåëàòü çàìåíó
λ (S) =
exp (S)
1− c2 exp (2S) , (7)
òî âìåñòî (1) ïîëó÷èì óñëîâèÿ Êîøèèìàíà
∂ϕ
∂θ
=
∂ψ
∂S
,
∂ϕ
∂S
= −∂ψ
∂θ
. (8)
Ïðè ýòîì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w = ϕ+ iψ áóäåò àíàëèòè÷åñêîé óíêöèåé ïå-
ðåìåííîé χ = S−iθ . Ïåðåõîä â èçè÷åñêóþ ïëîñêîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îðìóëå
dz = exp (−χ)dw − c2exp (χ) dw (9)
(÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå), êîòîðàÿ ñëåäóåò èç (2).
Ââåäåì íîâóþ êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ z1 = x1 + iy1 , ñâÿçàííóþ ñ w è χ
ñîîòíîøåíèåì dz1 = exp (−χ)dw . Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé íàçûâàþò
îáëàñòüþ èêòèâíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Òîãäà dw/dz1 = expχ 
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü èêòèâíîãî òå÷åíèÿ, Λ = expS  ìîäóëü ýòîé
ñêîðîñòè. Èç îðìóë (6) è (7) íàéäåì
λ =
Λ
1− c2Λ2 , Λ =
2λ
1 +
√
1 + 4c2λ2
, ρ =
1− c2Λ2
1 + c2Λ2
. (10)
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàêèì-òî ñïîñîáîì ïîñòðîåíà îáëàñòü òå÷åíèÿ íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè ñî ñêîðîñòüþ íà áåñêîíå÷íîñòè
Λ∞ =
2λ∞
1 +
√
1 + 4c2λ2∞
è íàéäåí êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w òå÷åíèÿ â ýòîé îáëàñòè. Òîãäà ñ ïîìîùüþ
îðìóëû (9) ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü òå÷åíèÿ ãàçà ×àïëûãèíà è
ïî ïåðâîé è òðåòüåé èç îðìóë (10) ïîñòðîèòü ïîëÿ ñêîðîñòåé è ïëîòíîñòåé äëÿ
ýòîãî ãàçà. Íàêëîí âåêòîðà ñêîðîñòè ê âåùåñòâåííîé îñè, çàäàâàåìûé óãëîì θ , â
îáîèõ ïîòîêàõ îäèíàêîâ.
Âûáîð óãëà íàêëîíà ïðÿìîé (4) èëè, ÷òî ðàâíîçíà÷íî, ïàðàìåòðà c2 ìîæíî îñó-
ùåñòâëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðèìåð, [10, ñ. 61℄). Ñ.À. ×àïëûãèí çàìå-
íÿë àäèàáàòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü p = p (1/ρ) êàñàòåëüíîé ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé â
òî÷êå ρ = 1, p = 1 òîðìîæåíèÿ ïîòîêà. Â ýòîì ñëó÷àå A = κ è c2 = 1/[2(κ+1)] . Ïà-
ðàìåòð c2 ìîæíî âûáèðàòü èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè àäèàáàòè÷åñêîé
çàâèñèìîñòè
ρ =
[
1− λ
2 (κ− 1)
κ+ 1
]1/(κ−1)
(11)
ìåæäó ïðèâåäåííîé ñêîðîñòüþ λ è áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòüþ ρ ïðèáëèæåííîé çà-
âèñèìîñòüþ (6). Ïðè òàêîì âûáîðå ñóùåñòâåíåí äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé λ .
Â ÷àñòíîñòè, .Þ. Ñòåïàíîâ (ñì. [11, ï. 24℄) ïðåäëîæèë óíèâåðñàëüíîå çíà÷åíèå
c2 = 0.296 . àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îðìóëû
(6) ïî îòíîøåíèþ ê (11) â äèàïàçîíå 0 < λ < 0.89 ñîñòàâëÿåò âñåãî 2.3%. Åñëè
ïîëîæèòü c = 0 , òî ïîëó÷èòñÿ ìîäåëü èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
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èñ. 1. Òå÷åíèå â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè (ïðîèëü NACA 2411)
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñâåäåíèå åå ê íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ òèïà óðàâíåíèÿ Âèëëà
Ïðîèëü îáòåêàåòñÿ äîçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà â ïëîñêîñòè z = x+ iy . Íà áåñêî-
íå÷íîñòè çàäàíû ñêîðîñòü V∞ , äàâëåíèå p∞ , ïëîòíîñòü ρ∞ è óãîë íàêëîíà âåêòîðà
ñêîðîñòè (óãîë àòàêè) αa (ðèñ. 1).
Îïðåäåëèì ÷èñëî Ìàõà M∞ íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ
êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà a2∞ = κp∞/ρ∞ . Îòñþäà íàéäåì
M2∞ =
V 2∞
a2∞
=
1
κ
ρ∞V
2
∞
p∞
.
Ïóñòü V  ñêîðîñòü ïîòîêà, a∗  êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà. Áóäåì èñêàòü ïîëå
ïðèâåäåííûõ ñêîðîñòåé
~λ = ~V /a∗ = λx+iλy . Ïðè çàäàííûõ V∞ , p∞ è ρ∞ ïàðàìåòð
a∗ ÿâëÿåòñÿ èçè÷åñêîé êîíñòàíòîé, êîòîðóþ ëåãêî íàéòè ïî èçâåñòíîìó ÷èñëó
Ìàõà M∞ . Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M∞ çàäàíî. Èç àäèàáàòè÷åñêîãî
ñîîòíîøåíèÿ íàõîäèì
λ∞ = M∞
√
κ+ 1
2 + (κ− 1)M2∞
è îòñþäà îïðåäåëÿåì a∗ = V∞/λ∞ .
Ôîðìà ïðîèëÿ çàäàíà óðàâíåíèåì
θ = F (sr) , 0 ≤ sr ≤ L, (12)
ãäå θ  óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ïðîèëþ, sr  äóãîâàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòû-
âàåìàÿ îò îñòðîé êðîìêè A ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, L  ïåðèìåòð ïðîèëÿ. Íà
ðèñ. 2 ïîêàçàíà óíêöèÿ F (sr) äëÿ ïðîèëÿ NACA 2411.
Òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé òîðìîæåíèÿ ïîòîêà, επ  âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ
ê ïðîèëþ óãîë â îñòðîé êðîìêå A (1 < ε ≤ 2) . Îòìåòèì, ÷òî ðåçêèå èçìåíåíèÿ
óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé θ âáëèçè îñòðîé êðîìêè, âèäèìûå íà ðèñ. 2, äëÿ ýòîãî
ïðîèëÿ äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìåñòî.
Ïåðåéäåì â îáëàñòü èêòèâíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè z1 = x1 + iy1 .
Ïóñòü
~Λ = Λeiθ  âåêòîð ñêîðîñòè èêòèâíîãî òå÷åíèÿ, à w  êîìïëåêñíûé ïîòåí-
öèàë â ýòîé îáëàñòè. Òîãäà
dw
dz1
= Λe−iθ  êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ñêîðîñòü èê-
òèâíîãî òå÷åíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ ïðèâåäåííûõ ñêîðîñòåé ðåàëüíîãî òå÷åíèÿ
áóäåì èñïîëüçîâàòü îðìóëû (10), ãäå ïàðàìåòð c2 âûáåðåì ðàâíûì óíèâåðñàëü-
íîìó çíà÷åíèþ .Þ. Ñòåïàíîâà c2 = 0.296 .
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èñ. 2. Ôóíêöèÿ θ = F (sr) äëÿ ïðîèëÿ NACA 2411 (à); ïîâåäåíèå óíêöèè θ = F (sr)
ó çàäíåé êðîìêè âåðõíåé ÷àñòè ïðîèëÿ (á ) è íèæíåé ÷àñòè ïðîèëÿ (â)
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èñ. 3. Îáëàñòü èêòèâíîãî òå÷åíèÿ è êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü
Áóäåì èñêàòü êîíîðìíîå îòîáðàæåíèå z1 = z1 (t) âíåøíîñòè åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè t = ξ + iη íà âíåøíîñòü ïðîèëÿ â îáëàñòè èêòèâíî-
ãî òå÷åíèÿ ñ óñëîâèÿìè z1 (∞) =∞, limγ→0+ z1
(
eiγ
)
= 0 (ðèñ. 3).
Â ïëîñêîñòè èêòèâíîãî òå÷åíèÿ ïðîèëü áóäåò ðàçîìêíóòûì: òî÷êå A â ïëîñ-
êîñòè z1 ñîîòâåòñòâóþò äâå òî÷êè A
+
è A−, ñ êîòîðûõ ñõîäÿò äâå êîíãðóýíòíûå
ëèíèè òîêà, ïðîñòèðàþùèåñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè (êàê â ñõåìå Âó [2℄). Â ñàìîì äåëå,
óíêöèÿ dz1/dt ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, ïîýòîìó âñå èíòåãðàëû îò ýòîé óíê-
öèè ïî çàìêíóòûì êîíòóðàì, îõâàòûâàþùèì åäèíè÷íûé êðóã â ïëîñêîñòè t áóäóò
ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ëèíèÿ òîêà â ïëîñêîñòè t , îòõîäÿùàÿ îò òî÷êè A ,
ïðåâðàòèòñÿ â äâå êîíãðóýíòíûå ëèíèè â ïëîñêîñòè z1 . Òàê êàê âäîëü ëèíèé òîêà
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ( [13, ñ. 25℄)
dz =
(
1− c2Λ2) dz1, (13)
à ïðîèëü â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z  çàìêíóòûé, òî ðàçîìêíóòîñòü â ïëîñêîñòè
z èñ÷åçàåò, è êîíãðóýíòíûå ëèíèè òîêà â ïëîñêîñòè z1 ïåðåõîäÿò â îäíó ëèíèþ â
ïëîñêîñòè z .
Èçìåíåíèå âåëè÷èíû θ ïî âñåìó êîíòóðó ïðîèëÿ ∆θ = F (L) − F (0) . Òîãäà
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ε = 3− ∆θ
π
.
Ïðîèçâîäíóþ
dz1
dt
áóäåì èñêàòü â âèäå
dz1
dt
= U0
(
t− 1
t
)ε−1
e−Φ(t), (14)
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ãäå Φ (t)  àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ, íå èìåþùàÿ îñîáåííîñòåé â êàíîíè÷åñêîé îá-
ëàñòè, U0 =
∣∣∣∣dz1dt (∞)
∣∣∣∣  ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äëèíû.
Íà ãðàíèöå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
Φ
(
eiγ
)
= µ (γ) + iτ (γ) , 0 ≤ γ ≤ 2π,
ãäå γ  ïîëÿðíûé óãîë. Â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå èñêîìîé óíêöèåé ÿâëÿåòñÿ óíê-
öèÿ τ (γ) , äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ìû âûâåäåì íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî τ (γ)  èçâåñòíà, òî òîãäà èçâåñòíà ðåàëüíàÿ ÷àñòü
àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè −iΦ (eiγ) = τ (γ)−iµ (γ) . Ïîñëåäíþþ ìîæíî âîññòàíîâèòü
ñ ïîìîùüþ îðìóëû Øâàðöà, à çàòåì íàéòè è
Φ (t) =
1
2πi
2pi∫
0
τ (γ)
eiγ + t
eiγ − t dγ, (15)
ïðè÷åì çäåñü ó÷òåíî, ÷òî U0 =
∣∣∣∣dzdt (∞)
∣∣∣∣ , è ñëåäîâàòåëüíî, ReΦ (∞) = 0 . Èç (15)
íàéäåì, ÷òî ñâÿçü ìåæäó óíêöèÿìè τ (γ) è µ (γ) äàåòñÿ èíòåãðàëîì èëüáåðòà:
µ (β) = − 1
2π
2pi∫
0
τ (γ) ctg
γ − β
2
dγ. (16)
Òåïåðü îïðåäåëèì, êàê ÷åðåç óíêöèþ τ (γ) âûðàæàþòñÿ óíêöèè θ (γ) è
sr (γ) . Åñëè â âûðàæåíèè (14) ïåðåéòè íà ãðàíèöó êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè, òî ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî
dz1
dγ
=
dz1
dt
dt
dγ
=
dz1
dt
ieiγ ,
ïîëó÷èì
dz1
dγ
= U0
(
2 sin
γ
2
)ε−1
exp
[
i
(π
2
− γ
2
)
(ε− 1) + i
(π
2
+ γ
)
−µ (γ)− iτ (γ)
]
.
Îòñþäà âûâîäèì
θ = arg
dz1
dγ
= ε
π
2
+
γ
2
(3− ε)− τ (γ) . (17)
Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë â êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè èìååò âèä
w (t) = ϕ0
(
e−iαt+
eiα
t
+ 2i sinα ln t
)
,
ãäå α  òåîðåòè÷åñêèé óãîë àòàêè (óãîë àòàêè îòíîñèòåëüíî ëèíèè íóëåâîé ïîäúåì-
íîé ñèëû), íå ñîâïàäàþùèé ñ èñòèííûì óãëîì àòàêè αa , ϕ0  ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ
ðàçìåðíîñòü ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè. Òîãäà
dw
dt
= ϕ0e
−iα t− 1
t2
[
t− ei(pi+2α)
]
, (18)
Íàéäåì ϕ0 è αa . Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðàâåíñòâî
dw
dz1
=
dw/dt
dz1/dt
= Λe−iθ íà
áåñêîíå÷íîñòè, â âûðàæåíèÿõ (14), (15), (18) òàêæå óñòðåìèì t ê áåñêîíå÷íîñòè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ϕ0 = Λ∞U0, (19)
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αa = α− 1
2π
2pi∫
0
τ (γ) dγ. (20)
Ïðè ïåðåõîäå íà ãðàíèöó êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè âûðàæåíèå (18) ïðèíèìàåò âèä
dw
dt
(
eiγ
)
= −4ϕ0ie−iγ cos
(γ
2
− α
)
sin
γ
2
. (21)
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî
∣∣∣∣ dwdz1
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ dw/dtdz1/dt
∣∣∣∣ = Λ (γ) , òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ
(14), (19) è (21), ïîëó÷àåì
Λ (γ) =
2ϕ0
U0
(
2 sin
γ
2
)2−ε
eµ(γ)
∣∣∣cos(γ
2
− α
)∣∣∣ .
Èç âûðàæåíèÿ (13) ñëåäóåò, ÷òî
sr = U0

 σ∫
0
(
2 sin
γ
2
)ε−1
e−µ(γ) dγ −
− 4c2Λ2∞
σ∫
0
(
2 sin
γ
2
)3−ε
cos2
(γ
2
− α
)
eµ(γ) dγ

 . (22)
Ïîäñòàâèâ (17) è (22) â îñíîâíîå óðàâíåíèå (12), çàäàþùåå îðìó ïðîèëÿ, íàé-
äåì íåëèíåéíîå êðàåâîå óñëîâèå, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîé
óíêöèè Φ (t) íà ïàðàìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè:
ε
π
2
+ γ
(
3− ε
2
)
− τ (γ) = F

U0

 σ∫
0
(
2 sin
γ
2
)ε−1
e−µ(γ) dγ −
− 4c2Λ2∞
σ∫
0
(
2 sin
γ
2
)3−ε
cos2
(γ
2
− α
)
eµ(γ) dγ



 . (23)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðèìåòð äàííîãî ïðîèëÿ èçâåñòåí è ðàâåí L , ïîëó÷èì óñëîâèå
äëÿ îïðåäåëåíèÿ U0 :
L = U0

 2pi∫
0
(
2 sin
γ
2
)ε−1
e−µ(γ) dγ −
− 4c2Λ2∞
2pi∫
0
(
2 sin
γ
2
)3−ε
cos2
(γ
2
− α
)
eµ(γ) dγ

 . (24)
Êðàåâîå óñëîâèå (23) ïðåâðàùàåòñÿ â íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà
óðàâíåíèÿ Âèëëà [2℄, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñâÿçü ìåäó óíêöèÿìè τ (γ) è µ (γ) äàåòñÿ
ëèíåéíûì ñèíãóëÿðíûì îïåðàòîðîì (16) ñ ÿäðîì èëüáåðòà. Òîãäà (24)  íåëèíåé-
íîå óíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà U0 . Êðîìå òîãî, ìû
èìååì èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå (20) äëÿ îòûñêàíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî óãëà àòàêè
α . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (16), (20), (23), (24) îò-
íîñèòåëüíî óíêöèè τ (γ) è ïàðàìåòðîâ U0 , α . Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ýòîé ñèñòåìû
ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [13℄ äëÿ ðàñ÷åòîâ êàâèòàöèîííîãî îáòåêàíèÿ
ïðîèëåé.
ÎÁÒÅÊÀÍÈÅ ÏÎÔÈËß ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÔÎÌÛ Â ÀÇÅ ×ÀÏËÛÈÍÀ 129
3. Äèñêðåòèçàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Íà îòðåçîê [0, 2π] íàíåñåì ñåòêó óçëîâ γi , i = 1, . . . , n; γ1 = 0; γn = 2π . Íàì
ïîòðåáóåòñÿ äèñêðåòíûå àíàëîãè ëèíåéíîãî óíêöèîíàëà
2pi∫
0
λ (γ) dγ
è îïåðàòîðà èëüáåðòà
µ (β) = − 1
2π
2pi∫
0
λ (γ) ctg
γ − β
2
dγ.
Ïóñòü Si (γ) , i = 1, . . . , n,  ñèñòåìà óíäàìåíòàëüíûõ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ,
ïîñòðîåííàÿ íà ñåòêå γi ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà not-a-knot [14℄. Ôóíäàìåí-
òàëüíûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí Si (γ)  ýòî ñïëàéí, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî âî âñåõ óçëàõ
ðàâíû 0 , êðîìå óçëà ñ íîìåðîì i , â êîòîðîì Si (γi) = 1 . Ñèñòåìîé óíäàìåí-
òàëüíûõ ñïëàéíîâ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ.
Èìååì
λ (γ) ≈
n∑
i=1
λiSi (γ) ,
γi∫
0
λ (γ) dγ ≈
n∑
j=1

 γi∫
0
Sj (γ) dγ

λj .
Òîãäà
γi∫
0
λ (γ) dγ ≈
n∑
j=1
Aijλj , ãäå Aij =
γi∫
0
Sj (γ) dγ.
×èñëåííî êîýèöèåíòû ìàòðèöû Aij âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âîçüìåì âåêòîð
~δj = (0, 0, 0, . . . , 1, . . . , 0, 0) (åäèíèöà íàõîäèòñÿ íà j -òîì ìåñòå).
Íà çíà÷åíèÿõ ýòîãî âåêòîðà ñòðîèì êóáè÷åñêèé ñïëàéí Sj (γ) [14℄. Èíòåãðèðóåì
ýòîò ñïëàéí àíàëèòè÷åñêè ïî ðåêóððåíòíîé îðìóëå
A1j = 0, Ai+1j = Aij +
γi+1∫
γi
Sj (γ) dγ, i = 1, . . . , n− 1.
Òåì ñàìûì íàõîäèì j -é ñòîëáåö ìàòðèöû Aij . Ïóñòü aj = Anj , j = 1, . . . , n . Òîãäà
2pi∫
0
λ (γ) dγ ≈
n∑
j=1
ajλj . (25)
Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ óíäàìåíòàëüíûõ ñïëàéíîâ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî-
ñòðîèì ìàòðèöó äëÿ äèåðåíöèðîâàíèÿ
λ′(γi) = λ
′
i ≈
n∑
j=1
dijλj , dij = S
′
j (γi) .
Îïåðàòîð èëüáåðòà äèñêðåòèçèðóåòñÿ îðìóëîé
µ (γi) ≈
n∑
j=1
Hijλj ,
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ãäå Hij  êîýèöèåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.
Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð èëüáåðòà â âèäå
µ (β) = − 1
2π
2pi∫
0
[λ (γ)− λ (β)] ctg γ − β
2
dγ
è ó÷òåì, ÷òî
lim
γ→β
[λ (γ)− λ (β)] ctg
(
γ − β
2
)
= 2λ′ (β) .
Òåïåðü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòåé, è èíòåãðàë ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ïî îðìóëå (25). Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì.
Åñëè i 6= 1, i 6= n , òî
µ (γi) ≈ − 1
2π

 n∑
j=1,j 6=i
aj ctg
(
γj − γi
2
)
λj + 2ai
n∑
j=1
dijλj − λi
n∑
j=1,j 6=i
aj ctg
(
γj − γi
2
) .
Åñëè i = 1 , òî
µ (γ1) ≈ − 1
2π

n−1∑
j=2
aj ctg
γj
2
λj + 2a1
n∑
j=1
d1jλj + 2an
n∑
j=1
dnjλj − λ1
n−1∑
j=2
aj ctg
γj
2

 .
Â ïîñëåäíåé îðìóëå ó÷òåíî, ÷òî λ′ (0) 6= λ′ (2π) , à çíà÷èò,
λ′ (0) ≈
n∑
j=1
d1jλj , λ
′ (2π) ≈
n∑
j=1
dnjλj .
Åñëè i = n , òî
µ (γn) = µ (γ1)
â ñèëó óñëîâèÿ µ(0) = µ(2π) .
Ñîáèðàåì êîýèöèåíòû ïðè λj â êàæäîé ñòðîêå ñ íîìåðîì i , â èòîãå äëÿ Hij
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:
H11 = − 1
2π

2 (a1d11 + andn1)− n−1∑
j=2
aj ctg
γj
2

 , H1n = − 1
π
(a1d1n + andnn),
H1j = − 1
2π
[
2 (a1d1j + andnj) + aj ctg
γj
2
]
, j = 2, . . . , n− 1,
Hij = − 1
2π
[
2aidij + aj ctg
(
γj − γi
2
)]
, i = 2, n− 1, j = 1, . . . , n, i 6= j,
Hii = − 1
2π

2aidii − n∑
j=1,j 6=i
aj ctg
(
γj − γi
2
) , i = 2, n− 1, j = 1, . . . , n, i = j,
Hnj = H1j , j = 1, . . . , n.
Â äèñêðåòíîé îðìå óðàâíåíèÿ (20), (23), (24) ïðèìóò âèä:
αa = α− 1
2π
n∑
j=1
ajτj , (26)
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ε
π
2
+
(
3− ε
2
)
γi − τi = F

U0

 n∑
k=1
Aik

(2 sin γk
2
)ε−1
exp

− n∑
j=1
Hkjτj

 −
− 4c2Λ2∞ cos2
(γk
2
− α
)(
2 sin
γk
2
)3−ε
exp

 n∑
j=1
Hkjτj







 . (27)
L = U0

 n∑
k=1
ak

(2 sin γk
2
)ε−1
exp

− n∑
j=1
Hkjτj

 −
−4c2Λ2∞ cos2
(γk
2
− α
)(
2 sin
γk
2
)3−ε
exp

 n∑
j=1
Hkjτj





 . (28)
Ïîëó÷èëè ñèñòåìó (26)(28) èç n+2 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî n+2 íåèçâåñòíûõ:
α , U0 , τj , j = 1, . . . , n . Ýòà ñèñòåìà ðåøàëàñü ÷èñëåííî ìåòîäîì Íüþòîíà, ïðè-
÷åì êâàäðàòóðíûå êîýèöèåíòû Aij , Hij âû÷èñëÿþòñÿ äî íà÷àëà èòåðàöèé. Âèä
ñèñòåìû (26)(28) ïîçâîëÿåò íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà çàïîëíÿòü
ÿêîáèàí ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåñóðñîì ýêîíîìèè ìàøèí-
íîãî âðåìåíè. Íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óçëîâ γi ñòðîèëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñ-
õîäíûé ïðîèëü çàäàåòñÿ â âèäå äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê xi, yi , i = 1, . . . , n
(ïîñëåäíÿÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé). Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî êîíîðìíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ âíåøíîñòè ïðîèëÿ íà âíåøíîñòü êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ýòè òî÷êè
ïåðåâîäÿòñÿ â òî÷êè γi ïàðàìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè. Òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ
ñåòêà γi è íàõîäèòñÿ íóëåâîå ïðèáëèæåíèå
τ0i = ε
π
2
+
γi
2
(3− ε)− θi, i = 1, . . . , n,
ãäå θi  èçâåñòíûå óãëû íàêëîíà êàñàòåëüíîé â òî÷êàõ xi, yi . Ýòî íóëåâîå ïðè-
áëèæåíèå â ñëó÷àå c = 0 (íåñæèìàåìîé æèäêîñòè) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå
(26)(28) ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé îøèáêàìè äèñêðåòèçàöèè è
÷èñëåííîãî êîíîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ.
4. åçóëüòàòû ÷èñëîâûõ ðàñ÷åòîâ
Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííûõ ñêîðîñòåé λ ïî ïðîèëþ NACA
2411, ðàññ÷èòàííûå ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ìàõà íà áåñêîíå÷íîñòè è ðàçëè÷íûõ óã-
ëàõ àòàêè αa . àñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû ïî ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà (ñïëîøíûå ëè-
íèè) ñ ïîìîùüþ CFD ïàêåòà FLUENT (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ïî îðìóëå Êàðìàíà 
Äçÿíà (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Èç ïðèâåäåííûõ ãðàèêîâ âèäíî, ÷òî â äîêðèòè÷åñêîì
äèàïàçîíå ÷èñåë Ìàõà âñå òðè ïîäõîäà äàþò î÷åíü áëèçêèå ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòëè-
÷èÿ íàáëþäàþòñÿ ëèøü äëÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ÷èñåë Ìàõà íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ïðîèëåé NACA 0012 è
KLARK K.
Îòìåòèì, ÷òî îðìóëà Êàðìàíà Äçÿíà òàêæå âûâîäèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèÿõ
ãàçà ×àïëûãèíà, îäíàêî ïðè åå âûâîäå íå ó÷èòûâàþòñÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó îðìàìè
ïðîèëåé â èêòèâíîì ïîòîêå è èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Íàøè ÷èñëåííûå ýêñïåðè-
ìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ïðîèëåé ýòè ðàçëè÷èÿ êðàéíå íåçíà÷èòåëü-
íû, ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî îðìóëà Êàðìàíà Äçÿíà äàåò ðåçóëüòàò, áëèçêèé
ê ïîëíîé ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà.
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èñ. 4. àñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè ïî ïðîèëþ NACA 2411
Óêàæåì òàêæå, ÷òî ðàñ÷åò âî FLUENT íà óæå ïîñòðîåííîé ñåòêå îäíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè çàíèìàåò îêîëî 3 ìèí, â òî âðåìÿ êàê ðàñ÷åò
ïî ïîëíîé ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà è ïî îðìóëå Êàðìàíà Äçÿíà çàíèìàåò íå áî-
ëåå 3 ñ.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêè ÔÔÈ (ïðîåêò  12-01-00996,
12-01-00333).
Summary
E.M. Kotlyar, D.V. Maklakov. Flow past a Prole of a Given Shape in the Chaplygin Gas.
In the paper, the problem of a subsoni ontinuous ow past a prole of a given shape
is investigated. The problem is redued to a nonlinear Villa-type integral equation, whih
after disretization is solved by Newton's method. It is shown that the veloity distributions
ÎÁÒÅÊÀÍÈÅ ÏÎÔÈËß ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÔÎÌÛ Â 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omputed using the Chaplygin gas model, the KarmanTsien formula and the CFD Fluent
pakage are very lose to eah other in the subsoni range of Mah numbers.
Key words: subsoni ows, Chaplygin equations, Chaplygin gas, Villa's equation, disre-
tization, Newton's method.
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